
F(p) = L  𝒕𝒕𝟐𝟐 + 𝒕𝒕 − 𝒆𝒆−𝟑𝟑𝒕𝒕 . U (𝒕𝒕) = 

D’après le formulaire : 
Fonction Transformée de Laplace

L  𝒆𝒆−𝒄𝒄𝒕𝒕. U (𝒕𝒕) 𝟏𝟏
𝒑𝒑 + 𝒄𝒄

L  𝒕𝒕 .U (𝒕𝒕) 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

L  𝒕𝒕𝒏𝒏.U (𝒕𝒕) 𝒏𝒏 !
𝒑𝒑𝒏𝒏+𝟏𝟏

D’après les propriétés de linéarité : 
ℒ(𝜆𝜆𝑓𝑓+𝑔𝑔) = 𝜆𝜆 . ℒ(𝑓𝑓) + ℒ(𝑔𝑔)

F(p) = 𝟐𝟐
𝒑𝒑𝟑𝟑

+             
𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

-
𝟏𝟏

𝒑𝒑+𝟑𝟑

F(p) = 𝟐𝟐 !
𝒑𝒑 𝟐𝟐+𝟏𝟏 +             

𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

-
𝟏𝟏

𝒑𝒑+𝟑𝟑

1) Laplace 
a) L  𝒕𝒕𝟐𝟐 + 𝒕𝒕 − 𝒆𝒆−𝟑𝟑𝒕𝒕 . U (𝒕𝒕)

F(p) = L  𝒕𝒕𝟐𝟐.U (𝒕𝒕) + L  𝒕𝒕 .U (𝒕𝒕) - L  𝒆𝒆−𝟑𝟑𝒕𝒕. U (𝒕𝒕)
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L  𝒕𝒕 + 𝟐𝟐 . U 𝒕𝒕 + 𝒕𝒕 + 𝟑𝟑 U 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐

Fonction Transformée de Laplace

L  𝒕𝒕 .U (𝒕𝒕) 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

L  𝒕𝒕𝒏𝒏.U (𝒕𝒕) 𝒏𝒏 !
𝒑𝒑𝒏𝒏+𝟏𝟏

L  𝒆𝒆−𝒄𝒄𝒕𝒕. U (𝒕𝒕) 𝟏𝟏
𝒑𝒑 + 𝒄𝒄

On peut écrire avec un jeu d’écriture 𝒕𝒕 + 𝟑𝟑 = 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐 + 5
𝒇𝒇 𝒕𝒕 = 𝒕𝒕 + 𝟐𝟐 . U 𝒕𝒕 + 𝒕𝒕 + 𝟑𝟑 U 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐
𝒇𝒇 𝒕𝒕 = 𝒕𝒕 + 𝟐𝟐 . U 𝒕𝒕 + ( 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐 + 5) U 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐

Alors en développant les deux parties: 
= 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐 U 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐 + 𝟓𝟓U 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐

= 𝒕𝒕 + 𝟐𝟐 . U 𝒕𝒕 = 𝒕𝒕 . U 𝒕𝒕 + 𝟐𝟐U 𝒕𝒕

F(p) =   𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

+     𝟐𝟐
𝒑𝒑

+ 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐
𝒆𝒆−𝟐𝟐𝒑𝒑 + 𝟓𝟓

𝒑𝒑
𝒆𝒆−𝟐𝟐𝒑𝒑

F(p) =   𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

+     𝟐𝟐𝒑𝒑
𝒑𝒑𝟐𝟐

+ ( 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

+ 𝟓𝟓
𝒑𝒑

)𝒆𝒆−𝟐𝟐𝒑𝒑

F(p) =   𝟏𝟏+𝟐𝟐𝒑𝒑
𝒑𝒑𝟐𝟐

+ ( 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

+ 𝟓𝟓
𝒑𝒑

)𝒆𝒆−𝟐𝟐𝒑𝒑

1) Laplace 
b)

F(p) = L  𝒕𝒕 . U 𝒕𝒕 + 𝟐𝟐U 𝒕𝒕 + 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐 U 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐 + 𝟓𝟓U 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐

L 𝐟𝐟 𝐭𝐭 − 𝛕𝛕 = 𝐞𝐞−𝐩𝐩𝛕𝛕 .𝐅𝐅 𝒑𝒑
Exemple: L 𝒇𝒇(𝒕𝒕 − 𝟐𝟐) = e−2p .𝐅𝐅 𝒑𝒑

L  𝒕𝒕 + 𝟐𝟐 . U 𝒕𝒕 + 𝒕𝒕 + 𝟑𝟑 U 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐
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D’après le formulaire : 
Fonction Transformée de Laplace

L  𝒕𝒕 .U (𝒕𝒕) 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

L  𝒕𝒕𝒏𝒏.U (𝒕𝒕) 𝒏𝒏 !
𝒑𝒑𝒏𝒏+𝟏𝟏

L  𝒆𝒆−𝒄𝒄𝒕𝒕. U (𝒕𝒕) 𝟏𝟏
𝒑𝒑 + 𝒄𝒄

2) Laplace inverse
a) L  

−1 𝒑𝒑+𝟐𝟐
(𝒑𝒑+𝟑𝟑)(𝒑𝒑+𝟒𝟒)

L  
−1 𝒑𝒑+𝟐𝟐

(𝒑𝒑+𝟑𝟑)(𝒑𝒑+𝟒𝟒)
Décomposition en éléments simple

F(p) = 𝒑𝒑+𝟐𝟐
(𝒑𝒑+𝟑𝟑)(𝒑𝒑+𝟒𝟒)

= 𝒂𝒂
(𝒑𝒑+𝟑𝟑)

+ 𝒃𝒃
(𝒑𝒑+𝟒𝟒)

𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝒂𝒂𝒕𝒕𝒆𝒆𝑵𝑵𝑵𝑵 ∶ 𝒑𝒑 + 𝟐𝟐 = 𝒂𝒂 𝒑𝒑 + 𝟒𝟒 + 𝒃𝒃 ( 𝒑𝒑 + 𝟑𝟑)
𝑫𝑫𝑵𝒏𝒏𝑫𝑫𝑵𝑵𝑫𝑫𝒏𝒏𝒂𝒂𝒕𝒕𝒆𝒆𝑵𝑵𝑵𝑵: 𝑷𝑷 + 𝟑𝟑 (𝒑𝒑 + 𝟒𝟒)

𝒅𝒅′𝑫𝑫𝒐
𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝑵𝒂𝒂𝒕𝒕𝒆𝒆𝑵𝑵𝑵𝑵 ∶ 𝒑𝒑 + 𝟐𝟐 = 𝒂𝒂 + 𝒃𝒃 𝒑𝒑 + 𝟒𝟒 𝒂𝒂 + 𝟑𝟑𝒃𝒃

𝑫𝑫𝑵𝒏𝒏𝑫𝑫𝑵𝑵𝑫𝑫𝒏𝒏𝒂𝒂𝒕𝒕𝒆𝒆𝑵𝑵𝑵𝑵: 𝑷𝑷 + 𝟑𝟑 (𝒑𝒑 + 𝟒𝟒)
𝑰𝑰𝒅𝒅𝒆𝒆𝒏𝒏𝒕𝒕𝑫𝑫𝒇𝒇𝑫𝑫𝒆𝒆𝑵𝑵 𝒑𝒑𝑵𝑵𝑫𝑫𝒑𝒑 𝑫𝑫𝒏𝒏 𝑫𝑫𝒃𝒃𝒕𝒕𝑫𝑫𝒆𝒆𝒏𝒏𝒕𝒕 𝟐𝟐 𝑵𝒒𝒒𝑵𝑵𝒂𝒂𝒕𝒕𝑫𝑫𝑫𝑫𝒏𝒏𝒑𝒑:

𝒂𝒂𝒂𝒂𝑫𝑫𝑵𝑵𝒑𝒑 𝒑𝒑𝑫𝑫𝒂𝒂𝑵𝑵𝒕𝒕𝑫𝑫𝑫𝑫𝒏𝒏𝒑𝒑 𝑵𝒗𝒗𝑫𝑫𝒅𝒅𝒆𝒆𝒏𝒏𝒕𝒕𝒆𝒆𝒑𝒑
𝒂𝒂 + 𝒃𝒃 = 𝟏𝟏

𝟒𝟒 𝒂𝒂 + 𝟑𝟑𝒃𝒃 = 𝟐𝟐
𝒅𝒅′𝑫𝑫𝒐 𝒂𝒂 = −𝟏𝟏 𝒆𝒆𝒕𝒕 𝒃𝒃 = 𝟐𝟐

F(p) = L  
−1 𝒑𝒑+𝟐𝟐

(𝒑𝒑+𝟑𝟑)(𝒑𝒑+𝟒𝟒)
= −𝟏𝟏

(𝒑𝒑+𝟑𝟑)
+ 𝟐𝟐

(𝒑𝒑+𝟒𝟒)
= −𝟏𝟏 × 𝟏𝟏

(𝒑𝒑+𝟑𝟑)
+ 𝟐𝟐 × 𝟏𝟏

(𝒑𝒑+𝟒𝟒)

D’où f(t) = (−𝟏𝟏 × 𝒆𝒆−𝟑𝟑𝒕𝒕 + 𝟐𝟐 × 𝒆𝒆−𝟒𝟒𝒕𝒕 ) . U 𝒕𝒕
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Fonction Transformée de Laplace
L  𝒕𝒕 .U (𝒕𝒕) 𝟏𝟏

𝒑𝒑𝟐𝟐

3)Equations différentielles avec méthode de Laplace pour déterminer la solution particulière 
a) 

L 𝐟𝐟 𝐭𝐭 = L 𝒕𝒕 − 𝟏𝟏 U 𝒕𝒕 − 𝟏𝟏 + L 𝟏𝟏. U 𝒕𝒕 − 𝟏𝟏
L 𝐟𝐟 𝐭𝐭 = 𝟏𝟏

𝐩𝐩𝟐𝟐
. 𝐞𝐞−𝐩𝐩 + 𝟏𝟏

𝐩𝐩
. 𝐞𝐞−𝐩𝐩 d’après L 𝒇𝒇 𝒕𝒕 − 𝝉𝝉 = 𝒆𝒆−𝒑𝒑𝝉𝝉 𝑭𝑭 𝒑𝒑 e𝒕𝒕 𝝉𝝉= 1
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𝒙𝒙′ 𝒕𝒕 + 𝒙𝒙 𝒕𝒕 = 𝒕𝒕U 𝒕𝒕 − 𝒕𝒕U 𝒕𝒕 − 𝟏𝟏 𝒂𝒂𝒗𝒗𝒆𝒆𝒄𝒄 𝒄𝒄𝑫𝑫𝒏𝒏𝒅𝒅𝑫𝑫𝒕𝒕𝑫𝑫𝑫𝑫𝒏𝒏𝒑𝒑 𝑫𝑫𝒏𝒏𝑫𝑫𝒕𝒕𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂𝒆𝒆𝒑𝒑 𝒙𝒙(𝟎𝟎) = 𝟎𝟎

𝐃𝐃𝑵𝐫𝐫𝐫𝐫𝐫𝐫𝑵𝐞𝐞: 𝐒𝐒𝐫𝐫 𝑭𝑭 𝒑𝒑 = 𝓛𝓛 𝐟𝐟 𝐭𝐭 alors = 𝓛𝓛 𝐟𝐟 ′ 𝐭𝐭 = 𝒑𝒑𝑭𝑭 𝒑𝒑 − 𝒇𝒇 0+
𝑜𝑜𝒐 𝑓𝑓 0+ = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑡𝑡→0+
)𝑓𝑓(𝑡𝑡

𝐏𝐏𝐫𝐫𝐫𝐫𝐫𝐫𝐫𝐫𝐭𝐭𝐫𝐫𝐫𝐫𝐞𝐞: 𝐒𝐒𝐫𝐫 𝑭𝑭 𝒑𝒑 = 𝓛𝓛 ∫0
𝒕𝒕 𝒇𝒇 𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒕𝒕 alors = ℒ F t = 𝐹𝐹 𝑝𝑝

𝑝𝑝
− 𝑓𝑓 0+

𝑜𝑜𝒐 𝑓𝑓 0+ = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑡𝑡→0+

)𝑓𝑓(𝑡𝑡

On peut obtient avec un jeu d’écriture 𝒕𝒕 = 𝒕𝒕 − 𝟏𝟏 + 1
𝒇𝒇 𝒕𝒕 = 𝒕𝒕 .U 𝒕𝒕 − 𝟏𝟏 = ( 𝒕𝒕 − 𝟏𝟏 + 1) U 𝒕𝒕 − 𝟏𝟏
𝒇𝒇 𝒕𝒕 = 𝒕𝒕 − 𝟏𝟏 U 𝒕𝒕 − 𝟏𝟏 + 1 U 𝒕𝒕 − 𝟏𝟏

𝓛𝓛 𝒙𝒙 ′ 𝐭𝐭 = 𝒑𝒑.𝒙𝒙 𝒑𝒑 − 𝒙𝒙 0+
Avec ici les 𝒄𝒄𝑫𝑫𝒏𝒏𝒅𝒅𝑫𝑫𝒕𝒕𝑫𝑫𝑫𝑫𝒏𝒏𝒑𝒑 𝑫𝑫𝒏𝒏𝑫𝑫𝒕𝒕𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂𝒆𝒆𝒑𝒑 𝒙𝒙(𝟎𝟎) = 𝟎𝟎

𝒙𝒙 𝒑𝒑

𝒑𝒑.𝒙𝒙 𝒑𝒑 − 𝒙𝒙 0+ + 𝒙𝒙 𝒑𝒑 = 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

- ( 𝟏𝟏
𝐩𝐩𝟐𝟐

. 𝐞𝐞−𝐩𝐩 + 𝟏𝟏
𝐩𝐩

. 𝐞𝐞−𝐩𝐩 )

𝒑𝒑.𝒙𝒙 𝒑𝒑 − 𝟎𝟎 + 𝒙𝒙 𝒑𝒑 = 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

- ( 𝟏𝟏
𝐩𝐩𝟐𝟐

. 𝐞𝐞−𝐩𝐩 + 𝟏𝟏
𝐩𝐩

. 𝐞𝐞−𝐩𝐩 )

𝒙𝒙 𝒑𝒑 (𝒑𝒑 + 1) = 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

- 𝐞𝐞−𝐩𝐩( 𝐩𝐩+𝟏𝟏
𝐩𝐩𝟐𝟐

)

𝒙𝒙 𝒑𝒑 = 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐 (𝒑𝒑+𝟏𝟏)

- 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

. 𝐞𝐞−𝐩𝐩

𝒙𝒙 𝒑𝒑 = 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

+ −𝟏𝟏
𝒑𝒑

+ 𝟏𝟏
𝒑𝒑+𝟏𝟏

- 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

. 𝐞𝐞−𝐩𝐩 𝒈𝒈(𝒑𝒑) = 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐 (𝒑𝒑+𝟏𝟏)

= 𝒂𝒂
𝒑𝒑𝟐𝟐

+ 𝒃𝒃
𝒑𝒑

+ 𝒄𝒄
𝒑𝒑+𝟏𝟏

= 𝟏𝟏
𝒑𝒑𝟐𝟐

+ −𝟏𝟏
𝒑𝒑

+ 𝟏𝟏
𝒑𝒑+𝟏𝟏

D’où 𝒙𝒙 𝒕𝒕 = (𝒕𝒕 − 𝟏𝟏 + 𝒆𝒆−𝒕𝒕) U (𝒕𝒕)  - 𝒕𝒕 − 𝟏𝟏 U (𝒕𝒕 − 𝟏𝟏) 
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